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Analysis 1 & 2

von Jirayu Ruh, Fehler bitte an [jirruh@ethz.ch

Grundlagen: Logik, Mengen, Funktionen

Grundlagen

Potenzen und Wurzel

Sei n, m € N. Die reelle Wurzel ist definiert auf R+.

a™ o™ — an+7n b% = "W
n
@ Qn—m p—1 = i
a™ b
a”  b" = (a-b)" Ya- Vo= Va b
a™ a\n Va @
b (3) e Vo
(a™)™ = g™ Yoy — nenyg
0 =1 Vi=1
Achtung: Beim Wurzel ziehen, immer + vor der Wurzel!
Logarithmus
Der Logarithmus ist definiert auf RT \ 0. Eigenschaften:
log(a - b) = log(a) + log(b) Clog(a) _
a
log 2= log(a) — log(b) log(e) = 1
log(a™) = n - log(a) log(1) =0
Bemerkung: z = " < log(z) = n
Die Exponentialfunktion (exp(z) = e”)
q 1on q 1on
e 1= Glim (14 )™y = lim (14 —)
z w . T _
. e lim e” = oo
1 x—> 00
J— e’ =1
e lim e =0
log(y) r— —oo
Tri ische- und Hyperb ionen
eiz _ efiz e? — e~ %
sin(z) = ————— sinh(z) =
2 2
el 4 e~z e? e~ %
cos(z) = ——— cosh(z) =
2 2
Trigonometrische Funktionen: Wertetabelle
™ ™ ™
deg/rad  0°/0  30°/— 45° /= 60°/ — 90°/ —
6 4 3
Vi V2 V3
sin 0 —_— _— —_— 1
2 2 2
V3 V2 1
cos 1 — — — 0
\QF 2 2
3
tan 0 — 1 V3 -
3
37 5w
deg/rad 120°/ 135°/ — 150°/ 180° /7w
3 4 6
V3 V2 1
sin — — — 0
2 2 2
1 V2 V3
cos - - - -1
2 2 2
V3
tan —V3 -1 - 0
3

Trigonometrische und Hyperbolische Identititen

cosQ(m) + sin2(z) =1

(:05112(:1;) - SinhQ(z) =1

sin(x)

tan(z) = tanh(z) =

sinh(x)
cosh(x)

Tri rische Additionst

cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)
sin(z £ y) = sin(a) cos(y) £ cos(x) sin(y)

1 T
cos <T + —7r) = — sin(x) sin (1 + —w) = cos(z)
2 2

1
sin(x) sin(y) = —(cos(z — y) — cos(z + y))
cos(z) cos(y) = —(cos(z — y) + cos(z + y))

sin(x) cos(y) = ;(sin(m — y) + sin(z + y))

2 1 2 1
sin?(z) = — (1 — cos(2a)) cos?(z) = — (1 + cos(2x))

sin®(z) = — (3sin(x) — sin(3z)) cos(x) = — (3 cos(x) + cos(3z))
4 4

sinh(z £ y) = sinh(z) cosh(y) £ cosh(z) sinh(y)
cosh(z + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

cosh(z) = cos(iz) sinh(z) = —isin(iz)

cosh(2z) — 1 cosh(2z) + 1
sinh?(z) = — 7"~ cosh?(z) = — "
2 2
Logik
| A| B | AAB | AVB | AVB | A=B | As B |

F F F F F T T

F T F T T T F

T F F T T F F

T T T T F T T

i) Wahre Implikation: A = B (A ist hinreichend fiir B”).
ii) Wahre Aquivalenz: A < B (”A gilt genau dann, wenn B gilt”).

Negation der Implikation: —~(A - B) & AA-B

Kontraposition
Falls A = B, so gilt auch =B = —A ("B ist notwendig fiir A”).
Indirekter Beweis

Zum Beweis der Aussage A = B geniigt es die Aussage B = —A zu zeigen oder die
Annahme A A =B zum Widerspruch zu fithren. (Modus Ponens)

Prinzip der vollstindigen Induktion

Sei A(n) eine Aussage mit n € N.

i) Induktions-Verankerung: Zeige, dass A(0) gilt.
ii) Induktions-Annahme: Annahme, dass A(n) gilt.
iii) Induktionsschritt: Beweise, dass A(n 4 1) gilt unter der Annahme, dass Ay, gilt.

Mengenlehre

Notation Definition
{...} Set: Sammlung von ungeordneten Elemente
.. Tupel: Sammlung von geordneten Elementen
AUB  Vereinigungsmenge (Durchschnitt)
ANB Schnittmenge (Vereinigung)
A\ B Differenzmenge (Differenz)
A®  Komplement, alle Elemente die nicht in A sind
ACB A ist eine Teilmenge (oder gleich) von B
1) Leere Menge

Satz: Karthesisches Produkt

Das Produkt zweier Mengen (karthesische Produkt) X und Y kann als eine Menge bestehend
aus den Permutationen den Elementen der beiden Mengen dargestellt werden.

Satz: De Morganschen Gesetze

c
(A] U Ag)Y = A N AS

‘ (A1 N 4)% = AU AS

Euklidische Norm

Die euklidische Norm || - || ist die Distanz von einem Punkt, z.B. v zu ihrem Ursprung
und wird wie folgt berechnet.

(i) Fir die euklidische Norm gilt die Dreiecksungleichung ||@ 4+ Y| < [|z|| + ||yl

Offener und abgeschlossener Ball, Spahre

Ein Ball oder eine Sphire ist eine Menge von Punkten in einen n-Dimensionalen Raum,
welche einen bestimmten Abstand zum Mittelpunkt des Balles bzw. der Sphére haben.

1. Der offene Ball ist eine Menge von Punkten, deren Abstand zum Mittelpunkt xg klei-
ner als der Radius r ist.

Br(xq) := B (zq) := {z € R"|||z — zg|| < r}.

2. Der abgeschlossene Ball ist eine Menge von Punkten, deren Abstand zum Mittelpunkt
x( kleiner oder gleich dem Radius ist.

By (zg) := B} (zg) := {x € R |||z — zg|| < r}.

3. Die Sphire ist eine Menge von Punkten, deren Abstand zum Mittelpunkt xg gleich
dem Radius ist.

-1
SP 7 Hwo) 1= Lo € B lle — wol| = r}.
Achtung: Falls r» = 0 gilt fiir den Ball
e Bg(zg) = 0 da die euklidische Norm nicht kleiner als 0 sein kann

e By(zg) = {xg} da der einzige Punkt dessen Abstand zum Mittelpunkt null ist der
Mittelpunkt selbst ist.

Falls r = oo, dann gilt
e Boo(zg) =R"

e Boo(zg) =R™

Quantoren

Quantor Beschreibung

Ve, A(x) Fiir alle (Allquantor)

3z, A(z) Es gibt (Existenzquantor)
Negation: —(Vz) & Jz, —(3z) & Vo

Funktionen (Abbildungen)
Eine Funktion (oder Abbildung) ist ein Tripel
f=(X,Y,G),

wobei X und ¥ Mengen sind und G C X X Y eine Teilmenge, sodass es fiir jedes x € X
genau ein y € Y gibt, sodass (z,y) € G.

Definitionsbereich, Zielbereich

e dom f := dom(f) := Definitionsbereich von f := X Der Definitionsbereich sind die
Werte von x, welche fiir diese Funktion erlaubt sind.

e codom f := codom(f) := Zielbereich von f := Y Der Zielbereich sind die Werte von v,
welche fiir diese Funktion erlaubt sind.

Bild
Das Bild einer Funktion f ist eine Menge, welche die mdglichen codom(f) beinhaltet
(im(f) C codom(f)).

f(A) = {f(=)|z € A}.

Wenn wir die Menge A, welches eine Teilmenge von X ist, auf f verwenden, so bekommen
wir ein Teil, gegebenenfalls alle Elemente von Y .

Urbild
Das Urbild einer Funktion f ist eine Menge, welche die méoglichen dom(f) beinhaltet
-1
(f7 7 C dom(f))
-1
f77(B) = {z € X|f(=z) € B}.

Wenn wir die Menge B, welches cine Teilmenge von Y ist, auf die Inverse von f (f 1)
verwenden, so bekommen wir ein Teil, gegebenenfalls alle Elemente von X.

/>

Eine Funktion ist surjektiv, wenn ein Ele- .
ment von Y durch ein Element von X zuge-
ordent ist, d.h.:

Surjektiv

VyeYIz e X: f(z) =y

Injektiv

Eine Funktion ist injektiv, wenn ein Element
von X nicht dasselbe Resultat ausgibt, wenn
das Element in die Funktion eingesetzt wird,
d.h.:

Vo, 2’ € X : f(z) = f(a') => 2 =2a'
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Bijektiv und Umkehrfunktion

Eine Funktion ist bijektiv wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h.:
Vo, e X i f(@) = f(@') > z=2/)A(Vy e YIz € X : f(z) = y).

Die Umkehrfunktion oder Inverse einer Funktion ist eine Funktion, welches das Gegenteil
der urspriinglichen Funktion f macht.

Yy 5ox D) = a

Zahlen und Vektoren

Natiirlichen, ganzen, rationale Zahlen

Natiirliche Zahlen 1,2,3,...}%, Ng={0,1,2,3,...}
Ganze Zahlen .., —1,0,1,...}
p
Rationale Zahlen ZipEZAgEN}
q
Irrationale Zahlen
[a, b] Ria < o < b}
la, b[< (a,b) Ria <« < b}

Dedekindschnitte

Eine reelle Zahl (oder Dedekind-Schnitt oder Dedekindscher Schnitt) ist eine Teilmenge
z C Q mit den folgenden Eigenschaften:

(a) = #0

(b) = #Q

(c) Vr€aVs €Q:s>r=s€x
(d) Vr € 23sg €z :sg < 7

Rechenoperationen
(i) (Ordnung:) Fiir =,y € R definieren wir
< y:ierxDydhyCa
<y o< yAz #uy.
(ii) (Addition:) Wir definieren die Addition reeller Zahlen als die Abbildung
4+ :RXR—R.
B S

(iii) (Subtraktion:) Fiir jedes # € R definieren wir —x als das eindeutige Element von R,
sodass

r+s|r€x, s €y

z 4+ (—z) = 0.

(iv) (Multiplikation:) Wir definieren die Multiplikation reeller Zahlen als die Abbildung
- :R X R — R gegeben durch

{rs|r € @,s € y}, falls @,y > 0.

== -, falls = < 0,y > 0.
TY=N (2 (=y), falls © > 0,y < 0.
(—z - (—y)), falls z,y < O

Bernouillische Ungleichung

Fiir alle n € Ng und = € [—1, oo) gilt

(14 2)" <1+ ne.
b-adischer Bruch

Sei b < 2. Ein b-adischer Bruch ist Abbildung a : Z — {0, ..., b — 1}, oder das Negative
einer solchen Abbildung, mit den folgenden Eigenschaften:
(a) Es gibt eine Zahl k € Z, sodass fiir jedes i > k gilt a; := a(i) = 0.

(b) Es gibt keine Zahl i € Z, sodass fiir jedes ¢ < I gilt a; = b — 1.

Ordnung b-adischer Briichen Wir definieren <y als die strikte lexikographische Ordnung auf

Ry,. d.h. fiir a,a’ € Ry, definieren wir

a<pa i 3n €LV >n:a; =aj)Aan < al,.

Dreiecksungleichung

Fiir alle z,y € R: | |z + y| [+ 1yl

Youngsche Ungleichung

y2
2|zy| < cx? 4 —
(&

Es seien z, y, ¢ € R, sodass ¢ < O:

Supremum und Infimum
Schranke, Beschranktheit

Sei A C R.

e Eine obere Schranke fiir A ist eine Zahl b € R, sodass fiir jedes a € A gilt a < b.

® A heisst nach oben beschriankt genau dann, wenn es eine obere Schranke fiir A gibt.
e Die Begriffe untere Schranke und nach unten beschrinkt sind analog definiert.

® A heisst beschrankt genau dann, wenn A nach oben und unten beschrénkt ist.

Supremum, Infimum

Sei A C R. Wir definieren das Supremum von A als

kleinste obere Schranke fiir A,

supA :=

oo,

—oo,

Wir definieren das Infimum von A als

grosste untere Schranke fiir A,

infA := ¢ oo,

—o0,

Maximum, Minimum

falls A # @ nach oben beschrinkt ist,
falls A nicht nach oben beschréinkt ist,
falls A = 0.

falls A # 0 und A nach unten beschrénkt ist,

falls A nicht nach oben beschriankt ist,

fal

Is A=0.

Sei A C R. Ein Maximum von A ist ein Element a € A, sodass a > b, fiir jedes b € A.
Ein Minimum von A ist ein Element a € A, sodass a < b, fiir jedes b € A.
Komplexe Zahlen
:={a+ib:a,bec R} ‘wobci i=+—1
z+Z
Realteil Re(z) = a =
2
z—Z
Imaginérteil Im(z) = b=
21
Komplexe Konjugation Z=a —ib
21 + 23 =71 + %3, Z] 23 =7Z] %3
Addition z1 + z9 = (a1 + ag) + i(by + b2)
Multiplikation z1 - 22 = (agag — bybg) +i(agby + aybsy)
Z1 21 - 73
Division —_— =
Z2 22 " %73
Absolutbetrag 2] = VzZ = \/Re(2)2 4 Im(2)2
Iz1 - z2l = |21l - |22l
Im(z)
Phase ¢ = arctan
Re(z)
Eulersche Formel und Eulers Identitat
" = cosp + ising ‘ T = 1 ‘ e2m — g

Polarform
In der Polardarstellung z = |z|e"¥ gelten folgende Rechenregel:
Realteil  Re(z) = cos(y)
Imaginérteil Im(z) = sin(p)
Komplex Konjugation z = |z]e” ¥ = |z| - (cos ¢ — isin )
Multiplikation zj - z9 = [z1] - ‘zz‘ez(«p1+<p2)
z lz1l -
Division 21 = = e"(‘Pl ®2)
22 lz2|
Potenzieren (|z[e!?)™ = |z|™ . ¢4 (" ®)

n-te Wurzel

vz —

P 2mk
LI PTIRAAS e s ot S N S

Folgen und Reihen

Grenzwert einer Folge

Eine komplexe Zahlenfolge (oder kurz Folge) ist eine Funktion

a: Ny ¢

wobei N € Ng. Wir schreiben

an =

a(n), (an)

={neNn <N} —=C,

(an)pen, =

‘Wir nennen n den Folgenindex und ap das n-te Folgenglied.

‘Wenn dies gilt, schreibt man: lim
n—oo

an

a+e€ g

anp = a

a—e€

ng

oder ap — a(n — o)

i) Eine Folge heisst konvergent, falls sie

einen Grenzwert besitzt.

ii) Besitzt die Folge keinen Grenzwert
heisst sie divergent.

Monotonie bei Folgen

Eine Folge (an),eN bzw. n — apn heisst ..., wenn
monoton wachsend:  a; < ag < ---<ap_1 <an
monoton fallend: ap > ag > - >ap_1 > an
streng monoton wachsend: a; <ag <:--<ap_1 <anp
streng monoton fallend: a; >ag > >any_1 > an

Konvergenzkriterien
Monotone Konvergenz

Sei (ap)peN € A eine nach oben beschrinkte monton wachsende Folge bzw. eine nach
unten beschriankte monoton fallende Folge. Dann gilt

sup (A) falls monoton wachsend
nen

lim ap =
n— oo falls monoton fallend

inf (A
aeh

Satz: Konvergenz enthalten unter Rechenregeln

Seien A, B € C, (a")nENo eine Folge, die gegen A konvergiert, und (b")HENU eine Folge,
die gegen B konvergiert. Dann gilt das Folgende:
(i) (Summe) Die Folge (ap + bn)pen, konvergiert gegen A + B.

(ii) (Produkt) Die Folge (an, - b")HENO konvergiert gegen A - B.

a
(iii) (Quotient) Falls B % 0 und by, # 0, fiir jedes n € Ng, dann konvergiert (b—")neNO
n
gegen —.
B
(iv) (Ordnung im Limes enthalten) Wir nehmen an, dass (a")nGNO und (b")neNo reelle

Folgen sind und dass apn, < by, fiir jedes n € Ng. Dann gilt A < B.

Limes superior und inferior, Cauchy-Kriterium
Limes superior und inferior

(i) Wir definieren den Limes superior von (a")TLENo als

sup
i€Ng:i>n

lim s = lim s = e - )
im sup an im sup(an)nen, a; € [—oo, 0]

lim
n—yoo
(ii) Wir definieren den Limes inferior von (a"’)nGNO als

lpm gt an = i int(an )iy = i i, % € 22 )

Cauchy Folge und Cauchy-Kriterium

Eine komplexe Zahlenfolge (""n)nENO heisst Cauchy-Folge genau dann, wenn
Ve € (0,00)3ng € NgVm,n € Ng : m,n > ng = |am —an| < e.

D. h. eine Folge ist eine Cauchy-Folge, wenn der Abstand der Folgenglieder mit zuneh-
menden Folgeindex immer kleiner werden.

Konvergenz, Grenzwert einr Folge in ]Rd

Eine vektorwertige Folge (an)ncy C RY ist beschrankt, falls gilt

3C €Rsodass Vn €N: |lan|| < C

Reihen
Sei (ap)pen eine Folge. Die Folge (Sn)ycn der Partialsummen ist

n
> ek
k=1
oo
>
k

=1

Sp=ai -+ +an nen

1i

S, =
n—oo0 "™

Man sagt die Reihe ist konvergent, falls ay, existiert.
Konvergenzkriterien fiir Reihen

Die Bedingung Nullfolge (aj, ———— 0) ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir die
Konvergenz einer Reihe.

Quotientenkriterium

C. Sei aj, # 0 und k € N. Es gilt:

|

Achtung: Falls = 1, dann ist es unklar ob die Reihe konvergiert oder divergiert.

Sei (ay)pen eine Folge in R oder

<1
>1

Q41 Sy konvergiert absolut,

A

lim
k— oo

Sp divergiert

Waurzelkriterium
Folge in R oder C.

i k,
limsup V/|ag| =
k— oo

Sei (ap)pen eine

<1
>1

Spn konvergiert absolut,
Sp divergiert




Exponentialfunktion (Exponentialreihe)
Wir definieren die (komplexe) Exponentialfunktion als die Funktion

o Lk

n Lk
Exp:=exp:C — C, exp(z):i= » = el > o
k=0 ~* k=0
Potenzreihen

Sei z € C. Eine Reihe der folgenden Form nennt man eine Potenzreihe:

p(2) i=co+c1z+ gzl -0 =

Konvergenzbereich, -Radius, -Kreisscheibe

e Der Konvergenzbereich kann man sich wie ein offener Ball vorstellen, der aus komple-
xen Zahlen, die, wenn in die Potenzreihe eingesetzt, eine komplexe Zahl wieder ausgibt
als Losung d. h.:

n
{z € a,|( > ckzk) konvergiert}.
k=0 n€Ng

e Der Konvergenzradius ist der Radius vom offenen Ball, welcher den Konvergenzbereich

einschliesst.

1 |z] < p konvergiert absolut
———— — € [0, 00] :=[0,00) U {0} { |2] = p keine Aussage
limsupg_y o0 ekl |z] > p divergiert

e Die Konvergenzkreisscheibe ist der offene Ball, welcher den Konvergenzbereich mit den
Konvergenzradius einschliesst aber der Konvergenzbereich muss nicht zwingend kom-
plett eingeschlossen sein.

2
B1(0).
alternierende Folge, alternierende Reihe

Wir nennen die zu (ay)gen, alternierend genau dann, wenn

VkENg: (—D)Fay >0  oder VkeNg:(-1)Fap <o

oo oo
Satz: Cauchy-Produkt zweier Reihen ~Secien die Reihen Y apn und Y by absolut konvergent.

n=1 k=1
Dann konvergiert die Reihe der Produkte absolut mit

o0 o0 o0
2 anbp = 3 an- 3 by
n,k=1 n=1 k=1

unabhingig von der Summationsreihenfolge.

absolut sumierbar, absolute Konvergenz

Wir nennen (ag)gen, absolut summierbar genau dann, wenn die zu (|laglDgen,
n

gehorige Reihe, also die Folge ( Z HakH)

k=0 ne
In diesem Fall nennen wir die zu (ak)kENO gehorige Reihe, also die Folge

(i lagll)

k=0 "

konvergiert.
No

, absolut konvergent.

Satz: Leibnitzkriterium

Sei (an)pen eine monoton fallende, reelle Nullfolge. Dass heisst

’ ang1 <an Vn €Ng und  lim ap =0

oo
Dann ist die Reihe > (—1)"ay konvergent.
n=0

Geometrische Reihe

Die Geometrische Reihe ist fiir |z| < 1 konvergent und es gilt:

oy 1 L 1 — zntl
S k= DL
=0 1—=2 k=0 1—=z
Wichtige Reihen
X 1
Harmonische Reihe: > - divergent
k=1k
=) .
s <1
Riemann’sche ¢-Funkt.: ((s) = Z — {‘f <s= iwergent "
=1 s <s onvergen

Wichtige Potenzreihen

Folgende Funktionen besitzen fiir alle z € C konvergente Potenzreihen:

o L
exp()i= 2 T o 2ntl
= 2n41 sinh(z) := _

sin(z) := § (_1>"L "= (2n + 1)1

n=0 (2n + 1)! oo ,2n

o n cosh(z) i= >

n = —o (2n)!

cos(z) := (-1) n

o (2n)!

Potenzreihen konvergieren gleichmissig

Sei eine Potenzreihe p(z) mit Konvergenzradius p > 0. Dann konvergiert

—1
pn(z) = 3 apzf
k=0

gleichmissig gegen p(z) auf By (0) fiir jedes = < p.
Potenzreihen sind stetig
Potenzreihen sind stetig im Inneren ihres Konvergenzradius p.

Potenzreihen sind differenzierbar

o0
Eine Potenzreihe f(z) = aktck ist im Inneren ihres Konvergenzradius gliedweis

ferenzierbar. Die Ableitung von f(x) ist

[P k—1
@)= 37 kage
k=1

Ausserdem bestizt die Ableitung f’(z) den gleichen Konvergenzradius.

Achtung: Oft ist es sinnvoll die Ableitungen der einzelnen Potenzen kurz anzuschauen,
damit man die Formel nicht falsch anwendet!

Potenzreihen sind integrierbar

Eine Potenzreihen f(z k ist innerhalb ihres Konvergenzradius gliedweise inte-

grierbar. Das Integral von f(z) ist

/f(x)da:: ioj Ok P

k=0 k+1

und die Stammfunktion F () besitzt den gleichen Konvergenzradius p.

Achtung: Oft ist es sinnvoll das Integral mit den einzelnen Potenzen kurz anzuschauen,
damit man die Formel nicht falsch anwendet!

Wichtige Grenzwerte

1 a
. n _ . _\n _ a
Al (14 =) =c Al (L )" =
. 1 . a™ —1
plim n(an —1) = log(a) Jim — = log(a)
. n, _
7hmoo vn =1
1 sin(t)
Jim ¢ sin(-) =1 Jim =1
— 00 — t
log(1 + t)
lim tlog(l+ —) =1 lim —— =1
t— oo t t—0 t2
1 t
lim ———— =1 lim —— =2
t=00 ¢2(1 — cos(1)) t—=0 1 — cos(t)
1 t
lim ———— =1 lim ——— =1
t—=0o0 tsin(1) t—0 sin(t)
et —1 log(1 + 2t)
lim ———— =1 im —— =
t—0 t t—0 log(1 + t)

Tipps Grenzwertberechnung

Verschiedene mogliche Ansitze:
0 oo

o Bei Grenzwerten, welche eingesetzt — oder — geben, L’hopital anwenden!
0 oo

e Wurzelterme: 3te Binomische Formel versuchen

o Schwicriger lim (...) : Taylorformel mit Entwicklungspunkt 0 benutzen (getrennt fir
n—

Nenner und Zihler anwenden!!!). Dies funktioniert, da die Approximation im Entwick-
lungspunkt exakt ist.

o Grenzwerten mit vielen Funktionen: So umformen zu versuchen, dass man die Grenz-
werte unter "Wichtige Grenzwerte’ verwenden kann!
n-log(...)

— Bei  lim (... )™ muss man fast immer ausschliesslich e als erste Umfor-
n=so

mung benutzen!

Bernouilli de I'Hépital

Seien f, g : [a, b] — R stetig und differenzierbar in ]a, b[. Sei g/ (z() # 0 fir alle © €]a, b[
und f(a) = 0 = g(a) oder f(a) = +oo = g(a). Existiert

@
lim ——
z—at g/ (x)

Dann ist g(xz) # 0 fiir alle z > a, und es gilt

lim (=) = lim f’(x)
z—at g(z) z—at g/ (x)

/I
lim § (=)

z—at 9’(39)

Existiert

nicht, so muss man nochmals I'Hépital anwenden.

Stetigkeit, Topologie
Stetigkeit
(i) Sei @g € S. f heisst an der Stelle ¢y stetig genau dann, wenn
Ve € (0,00)35 € (0,0)Va € S: ||z —xgl| <& = |[f(z) = f(mo)]| < e
(ii) f heisst stetig genau dann, wenn an jeder Stelle seines Definitionsbereiches stetig ist.

Topologie, innerer Punkt, Inneres, Offen- und Abgeschlossenheit einer Menge, Rand, Konvergenz einer Funktion
an einer Stelle
innerer Punkt, Inneres, Offenheit

(i) BEin Punkt = € S heisst innerer Punkt von S genau dann, wenn es ein r € (0, co) gibt,
sodass
n
B, (z) C S.
Wir definieren Int S, dass Innere von S (oder den offenen Kern von S), als die Menge
aller ihrer inneren Punkte,

Int S := Int(S) := S—° := {innerer Punkt von S}.
(ii) S heisst offen (in R™) genau dann, wenn jeder Punkt von S ein innerer Punkt ist.
Vereinigung, Durchschnitt
Sei S eine Kollektion, also eine Menge von Mengen.

(i) Wir definieren | J S, die Vereinigung von S (oder Vereinigungsmenge von S oder Ver-
einigung aller Elemente von S) als die Menge aller Objekte, die Element (mindestens)
eines Elementes von S sind, d.h.

Us:= U s:={zI3s€S:z €S}
Ses

(ii) Wir nehmen jetzt an, dass S nicht leer ist. Wir definieren nS, den (Durch-)Schnitt

von S (oder Schnittmenge von S oder Schnitt aller Elemente von mathcalS) als die

Menge aller Objekte, die Element aller Elemente von S sind, d.h.

Ns:= () S:={z|VvSe€S:xz € S}.
Ses

Abgeschlossenheit

Eine Teilmenge A C R™ heisst abgeschlossen (in ]Rn) genau dann, wenn ihr Komplement

AC =Rr"

A offen ist.

Abgechlossene Mengen

Eine Menge A C ]Rd heisst abgeschlossen, falls das Komplement AC = ]Rd \ A offen ist.
Der Abschluss
Wir definieren den Abschluss von S als den Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermen-
gen von S.
S := clos(S) := N A.
ACR™ abgeschlossen: SCA
Rand

Wir definieren 85, den (topologischen) Rand von S als das Komplement des Inneren von
S im Abschluss von S, B
S := 5\ IntS.

Konvergenz und Grenzwert einer Funktion (¢ — & —Kriterium)
Wir sagen, dass die Funktion f an der Stelle 2 gegen yg konvergiert genau dann, wenn
Ve € (0,00)35 € (0,00)Ve € X : ||z — 2|l <8 = |If(z) —yoll < e
In diesem Fall nennen wir yg den Grenzwert von f an der Stelle g und wir schreiben
Lgmlo fz) = la%nf = yq-
Beschrankt

Eine Teilmenge von R heisst beschriankt genau dann, wenn sie in einem abgeschlossenen
Ball enthalten ist, der nicht ganz R ist d. h. ein abgeschlossener Ball, der nicht unendlich
gross ist.

Kompaktheit

Eine Teilmenge von R" heisst kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und be-
schrinkt ist.



Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit
relative Offen- und Abgeschlossenheit
(i) Eine Teilmenge U C X heisst relativ offen in X (oder schlichtweg off in X oder relativ

offen) genau dann, wenn es eine offene Teilmenge U von R™ gibt, sodass U = U N X.

(i0)

Eine Teilmenge A C X heisst relativ abgeschlossen in X genau dann, wenn es eine
abgeschlossene Teilmenge A von RrR™ gibt, sodass A = AN X.

In einfachen Worten: eine Menge kann innerhalb einer Teilmenge nicht offen sein, jedoch
innerhalb einer anderen Menge schon. Das gleiche gilt fiir abgeschlossene Mengen.

Umgebung

Eine Teilmenge U C X heisst Umgebung von z( realtiv zu X (oder in X) genau dann,
wenn es einen offenen Ball um zg gibt, dessen Durchschnitt mit X in U enthalten ist,
dass heisst es gibt ein r € (0, o©), sodass

B (zg) N X C U.

Im Fall X = R" nennen wir ein solches U auch schlichtweg eine Umgebung von zg.

Zwi tsatz und F it der Umkehrfi
Monotonie
Eine Funktion f heisst ..., wenn
monoton wachsend:  « < 2’ = f(z) < f(a')
monoton fallend: = > &’ = f(x) > f(z)
streng monoton wachsend: z<a = f(z) < f(w/)
streng monoton fallend: = > o’ = f(z) > f(z')

F ise und
Punktweise Konvergenz

Wir sagen, dass die Folge (fm>7nEN0 punktweise gegen f konvergiert genau dann, wenn
Ve € X : (fm(‘c))m,el\'o — f(x).

Gleichmassige Konvergenz

Wir sagen, dass die folge (fm)mex(, gleichmissig gegen f konvergiert genau dann, wenn

— 0.

(supl1fm () — ““”)mexo

Differenzenquotient, Differenzierbarkeit, Ableitung (in einem Punkt)
(i) Wir definieren den Differenzenquotienten von f zu zq als die Funktion

fla) — f(a
Q= Q£O S U{xg} — RP, Q(x) := f@) = fwo)

x — xq
(ii) Wir nennen f im Punkt x( differenzierbar genau dann, wenn
Q konvergiert im Punkt zq.

In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f an der Stelle g als den Grenzwert
’ . .
fi(zg) = l;g\@ = zl_l,rgo Q(=).

(iii) Wir nennen f (auf U) differenzierbar genau dann, wenn f in jedem Punkt differenzier-
bar ist. In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f als die Funktion

fl iU - RP.

Satz

f : Q@ — R differenzierbar an der Stelle zg € Q = [ ist stetig in zq.
Eigenschaften des Differentials

Seien f, g : 2 — R an der Stelle xg € 2 differenzierbar. Dann gilt

Summenregel  (f(zq) + g(z0)) = f'(z0) + g’ (z0)
Produktregel  (f(w0) - () = f'(zg)a(w0) + F(z0)g’ (z0)
) (f('to))/ ' (z0)g(zg) — g’ (zg) f(z0)

Quotientregel —_— =
g(xq) 92 (=)
Kettenregel  (g(z0) o f(x0))" = ¢’ (F(0)) - ' (=0)

Kettenregel
Falls f in x( differenzierbar ist und g in f(zq) differenzierbar ist, dann ist g o f in z
differenzierbar mit Ableitung
’ ’ ’
(g0 f) (zg) = g" (f(x0))f (o)
Der Mittelwertsatz

Wir nehmen an, dass f stetig und auf dem offenen Intervall [a, b] differenzierbar ist. Dann
existiert ein zg €]a, b[, sodass

_ S~ fla)

b—a

£(@0)

verschwindende Ableitung impliziert Konstanz, positive Ableitung strenges Wachstum Sei f stetig und auf
dem offenen Intervall [a, b] differenzierbar. Dann gilt folgendes:

(i) Falls ! 0 auf ]a, b[, dann ist f konstant.

(ii) Falls £ >0 auf Ja, b[, dann ist f monoton wachsend.

(iii) Falls f/ > 0 auf ]a, b[, dann ist f streng monoton wachsend.

Fiir R: Links- und Rechtsseitiger Grenzwert

Nihert man sich von Links an @ an, d.h. Nihert man sich von Rechts an z( an, d.h.
2 < @ dann gilt: z > zg dann gilt:

fleg) = lim_ f(=)

—x
T

Flad) = tim_ £ ()

T

f ist stetig an der Stelle = genau dann, wenn f(z5) = f(z3) = f(zq).

Der Umkehrsatz
Wir nehmen an, dass f’ differenzierbar ist und f’ # 0. Dann gilt das Folgende:
(i) Das Bild von f ist durch das offene Intervall J gegeben,
im(f) = J.
(ii) Die Funktion f : I — J ist bijektiv.
(iii) Die Umkehrfunktion f<_1> = f_1 : J — I ist differenzierbar mit

1

Y w=r¢T T =
P W)

vy € J.

Héhere (stetige) Diff i keit, hGhere Ableif

(i) Wir nennen f O-mal differenzierbar (keine Bedingung). Wir definieren ihre 0-te Ablei-
tung (oder Ableitung O-ter Ordnung) als

7O = .
Rekursiv definieren wir fiir jedes k € N: Die Funktion f heisst k-mal differenzierbar
genau dann, wenn sie (k — 1)-mal differenzierbar ist und ihre (k — 1)-te Ableitung
differenzierbar ist. Wir definieren ihre k-te Ableitung (oder Ableitung k-ter Ordnung)
als
FF) = =y RP
(i) Sei k € Ny Wir nennen f k-mal stetig differenzierbar (oder von der Klasse CF oder
schlicht CF) genau dann, wenn f k-mal differenzierbar ist und f(%) stetig ist. Wir
definieren die Menge
ck (U, RP) := cF(U;RP) := {f : U — RP|fist kmal stetig differenzierbar}
und kiirzen ab:
ckwy = ¢k, r).
(iii) Wir nennen f beliebig oft differenzierbar (oder C°° oder glatt) genau dann, wenn f

k-mal differenzierbar ist fiir jedes k € Ng. Wir definieren die Menge

C°(U,RP) := ¢ (U; RP) {f:U — RP|f ist glatt}.

Taylor Entwicklung

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R, m € Ng U {—1} und zg € I. Falls m > 0, dann
nehmen wir an, dass f m-mal differenzierbar ist.

(i) Wir definieren das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zq
(oder um zq) als die Funktion
m fk(zg)
= (-
k=0 k!

k

m

m
Tf,zq (

‘R— R T

z0)

(i) Wir definieren das Restglied von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt g als die
Funktion
m Mmoo
Ry = = Tflyy 1 >R

(iii) Falls f glatt ist, dann definieren wir die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt zq
(oder um z() als die Folge der Taylorpolynome

L m
Tfwg = (Tfzg)meNg -
gleichmissige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenzreihe

Die Taylorreihe von f um @( konvergiert auf dem Intevall Bl(zg) = [zg — r, g + T
gleichmissig gegen f, d. h.

Ve €]0, oo[Img € Ng¥m € NoVa € Bl(zg) : m > mg = IR 4o (@) = (@) =T (@)] <

€.

Satz von Taylor, Restglied in Lagrangeform
Wir nehmen an, dass f (m + 1)-mal differenzierbar ist.

(i) Falls 29 < x, dann gibt es einen Punkt ¢ €]z, x[, sodass

ML) 1
Ry (@) = =" (2 — )™ L.
frzo (m + 1)! 0
m+1
(ii) Falls =g > @, dann gibt es einen Punkt ¢ €]z, xq[, sodass R;{fzo(w) = L) z —
(m 4+ 1)
mo)m'+1 gilt.

(strikte) lokale Extremalstelle

Wir nennen z( eine lokale Minimalstelle von f genau dann, wenn es eine Umgebung U
von zg in X gibt, sodass

f(z) = f(=0),

Wir nennen zg eine strikte lokale Minimalstelle von f genau dann, wenn es eine Umge-
bung U von zg in X gibt, sodass

Vo € U {zg}.

f(z) > f(=z0), Ve € U {xg}.

Wir nennen z eine lokale Maximalstelle von f genau dann, wenn es eine Umgebung U
von z( in X gibt, sodass

f(z) < f(=g),

Wir nennen zg eine strikte lokale Maximalstelle von f genau dann, wenn es eine Umge-
bung U von z( in X gibt, sodass

Vo € U {zg}.

f(z) < f(=0), Vo € U {xg}.

Wir nennen @ eine (strikte) lokale Extremalstelle von f genau dann, wenn x( eine (strik-
te) lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Maximalstelle ist.

kritischer Punkt

2 heisst kritischer (oder stationdrer) Punkt von f genau dann, wenn die Ableitung von
fin zg verschwindet, d. h.

1 (zg) = 0.

Integralrechnung auf R

D«

Treppenfunktionen

¢ heisst Treppenfunktion genau dann, wenn ¢ eine (endliche) Linearkombination von
Indikatorfunktionen von Intervallen ist.

Das bedeutet, dass es eine Zahl gibt k& € Ng, Intervalle Iy, ..
, ¢ € R gibt, sodass

I, € I und Zahlen
Cyynn

k
o= eixI-
=1

Die Intervalle diirfen offen, abgeschlossen oder halb-offen sein.
elementares Integral einer Treppenfunktion

Wir definieren das elementare Integral von ¢ als die Summe

k
Spe = Sr(e) = Y e;ll;l,

i=

wobei k € Ng, Iy, ..., I, C I Intervalle und cq, ..., ¢, € R Zahlen sind, sodass

k
o= > eixr,-
1

eigentliche Riemann-Integrierbarkeit, eigentliches Riemann-Integral

(i) Wir definieren das untere und das obere (Riemann-)Integral von f (iiber I) als

/f := sup{Sy@le : I - R Treppenfunktion : ¢ < f},
Jr

/f := inf{Sy4|¢ : I — R Treppenfunktion : ¢ > f}.
I

(ii) Wir nennen f (eigentlich Riemann)integrierbar (iiber I) genau dann, wenn

Afz?[f«

In diesem Fall definieren wir das (bestimmte eigentliche Riemann-)Integral von f (iiber

I) als
/abf(w)dw:/lf:Aﬁ



Ei ften der

i) (treppenfunktion ist riemann-
PP

integrierbar.

integrierbar) jede treppenfunktion ¢ : i — ~
(ii) (stetige und beschridnkte funktion integrierbar) jede stetige und beschrinkte funktion
f : 4 — ~ ist riemann-integrierbar.

(iii)

jede beschriankte monotone funktion f : ¢ — ~ ist riemann-integrierbar.

seien jetzt f, g : ¢ — ~ riemann-integrierbar funktionen und ¢ € ~.

(iv) (monotonie) falls f < g, dann gilt
[i<[a
i Ji
(v) (linearitét) die funktionen c¢f und f 4 g sind riemann-integrierbar und
/cf /’L
Ji
[u+o=[1+]s
(vi) (minimum, maximum, absolutbetrag) die funktionen minf, g, maxf, g und |f| sind
riemann-integrierbar. es gilt
| [s]< [in
i i
(vii) (gebietsadditivitit) seien a, b, c € ~, sodass a < b < ¢, und f : [a, ¢] — ~. die funkti-

on f ist riemann-integrierbar genau dann, wenn die eingeschrinkte funktionen f|[, 4]
)

und f‘[b,c] riemann-integrierbar sind. in diesem fall gilt

/:.f:/:f-%—/;f-

t der Di ial- und | | ion
Stammfunktionen
Eine Stammfunktion fiir f ist eine differenzierbare Funktion F : X — R, sodass F = f

Hauptsatz der Differential- und Integralberechnung

(i) (erster Hauptsatz) Seien ¢ € I und f :
Wir definieren

I — R eine Riemann-integrierbare Funktion.

@
:/ 7. ‘

c
Sei @ € I eine Stetigkeitsstelle von f. Dann ist F an der Stelle = differenzierbar mit
Ableitung

F:I —R, ‘ F(z)

F(2) = f(a).

(ii) (zweiter Hauptsatz = Formel von Newton und Leibnitz) Sei F : I — R eine differen-
zierbare Funktion, deren Ableitung Riemann-integrierbar ist. Dann gilt

b
/ F' = F(b) — F(a).
a
Partielle Integration

Seien u,v € Cl(Ja,b]), so dass u(z) - v’ (2) eine SF besitzt. Dann besitat u’(x) -

auch eine SF und es gilt

v(x)

b b
/ul(m)ﬂ(z)da: = [u(@)v ()]l — /u(m)ﬂ/(m)dm
a a
Wallisches Produkt
g
Die Folge (C")nENO konvergiert gegen 5, also
™ 2:2 4-4
— = lim cp = — -
2 N 1-3 3-5

Substitutionsregel

Seien f, g € C1(Ja, b]). Dann gilt fir a < zg < @1 < b:

g(z1)
/f @ g d@dz= [ fwadu
—du g(zq)

Intergration und gleichméssiger Limes

Falls die Folge (fm)men,, sleichmissig gegen f konvergiert, dann konvergiert die Folge

der Integrale (/ fm) gegen das Integrdl/ f.
I mENg

Gli einer P

Es gilt

n b
3 i(karl—akfl)a/ | firn - oo
k=0 k+1 a

Grenzwertsatz von Abel

n

Falls die Reihe ( Z ckrk)

k=0

konvergiert, dann gilt
n€Ng

o ko, o= k
‘ ST ezt = > cpr ‘fﬁrm/’r‘
k=0 k=
Uneigentliche Riemann-Integral
(i) Seien a_ € R,ayp € RU {oo}, sodass a_ < ay, und f : [a_,ay[— R. Wir nen-

nen f uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn f eingeschriankt auf jedes
kompakte Teilintervall von [a_, a+[ eigentlich Riemann-integrierbar ist und

T4 )
/ £ filr @ 7 ay konvergiert.
Ja __

In diesem Fall definieren wir das uneigentliche Integral von f als
a
/ ty lim / "+
a_ I+/ﬂ+

Seien a_ € RU {—oo},a} € R, sodass a_ < ay, und f :la_,a;] — R. Wir nen-
nen f uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn f eingeschrinkt auf jedes
kompakte Teilintervall von Ja_, a] eigentlich Riemann-integrierbar ist und

/‘a+ f fir @

@ _

(ii)

Noa_

konvergiert.

In diesem Fall definieren wir das uneigentliche Integral von f als
a a
/ t i lim / + 5.
a_ x_~Na_ Jx_

Seien a_,ay € R U {*00},(1_*_ € R, sodass a_ < ay, und f _,a+[4> R. Wir
nennen f uneigentlich Riemann-integrierbar genau dann, wenn es ein b €la_, a+[ gibt,
sodass f| [b,a+[ und f\]a

definieren wir das uneigentliche Integral von f als

./;_*f::/ab_ f+/ba+f

(iii)

b] uneigentlich Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall
—

wobei b €]a_ay[.

Gewdhnliche lineare Differentialgleichungen (GDG)

Sei n € Ng = {0,1,2,

schriankt sein.) Wir bezeichnen die Variable in R mit t, verwenden die Notation @ = u

..} und I ein offenes Intervall. (I kann beschridnkt oder unbe-

’
fiir die Ableitung einer Funktion u und schreiben u(k) fiir die k-te Ableitung von u.

Eine gewshnliche Differentialgleichung (GDG) der Ordnung n fiir eine Funktion u : I — R

ist eine Gleichung der Form

| ot ut), a(t), ..., u™ @)y =0 | vier

wobei ¢ : I x R*T1
Variable konstant ist.

— R eine konstante Funktion ist, die nicht beziiglich der letzten

Linearitdt und Homogenitit einer GDG

Wir nennen die GDG fiir eine reellwertige Funktion linear genau dann, wenn es Funk-
tionen a;, f : I — R(i = 0, ..., n) gibt, sodass die GDG nach Verschieben von Termen
gegeben ist durch

i a;UD () = f(1),  viel

1=0

n )
S =, an
i

‘Wir nehmen jetzt an, dass die GDG linear ist. Falls die Funktion f konstant gleich O ist,
dann heisst die GDG homogen, sonst inhomogen. Die Funktion f heisst die Inhomogenitét
(Quellterm oder Stérterm) der GDG.

Superpositionsprinzip

‘Wenn eine lineare GDG als Lésung zwei oder mehrere Funktionen hat, dann kann man

Differentialrechnung in R™
differenzierbarkeit
Sei U eine offene Teilmenge von R, p € N,
91
;U — RP
9gp
eine Funktion und yg € U.

Wir nennen g an der Stelle yg differenzierbar genau dann, jede Komponente
g; im Punkt yq differenzierbar ist (im Sinn der Analysis I). In diesem Fall definieren wir
die Ableitung von g im Punkt yg als den Vektor

wenn

’
91 (vo0)
’
9" (yo) =
,
9p(v0)
Partielle Ableitung

Seien nun n,p € N, U eine offene Teilmenge von R™ und f:U — RP cine Funktion. Das
bedeutet, dass f eine vektorwertige Funktion mehrerer Verandexllchex ist. Wir schreiben

zJ fiir die j-te Koordinate eines Punktes = € R” und f? fiir die i-te Komponente von f.
Das bedeutet, dass

Lt 2™

= : , VzeU.

Pt ™)
Sei zg € U und j € {1,...,n}.
Wir nennen f an der Stelle xg particll nach der j-ten Variable @’ differenzierbar
genau dann, wenn die Funktion

j—1

i
9(w) = (e ey T el

im Punkt y = z{) differenzierbar ist. In die

von f nach der j-ten Variable im Punkt xzg als die Ableitung von g im Punkt m%
schreiben diese partielle Ableitung als

>m Fall defieniren wir die partielle Ableitung

Wir

of "wd P
F43 (20) = DjF(w0) := 01 (z0) i= —— () = ¢ (z})) € BV
Wir sagen, dass f im Punkt zg partiell differenzierbar ist genau dann, wenn f im Punkt
xg nach jeder Variablen partiell differenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir die
Jacobi-Matrix von f im Punkt xg als die Matrix

11 o) Fan (20)

Jg(@o) := (f o1 - fen(m0)) =

1Py (@0) P (o)

Wir nennen f partiell differenzierbar genau dann, wenn f in jedem Punkt von U parti-
ell differenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir fiir jedes j € {1,...,n} die partielle
Ableitung von f nach der j-ten Variable als die Abbildung

- P
fo.U—>]R.

(totale) Ableitung

Wir nennen f and der Stelle z (total) differenzierbar genau dann, wenn es eine lineare
Abbildung A : R" — RP gibt, sodass
[1f(z) = f(zo) — Az — =0)]]
g(zx) := — 0
[z — =gl
Wir nennen f (total) differenzierbar genau dann, wenn f an der Stelle in U differenzierbar
ist.

fir x — xqg.

Ableitung von Summe, Produkt, Quotient

Wir nehmen an, dass f und g in xg differenzierbar sind. Es gilt:

(i) Die Summe f + g ist in 2 differenzierbar und d(f + g)(zg) = df (zq) + dg(zq)

P P
(ii) (Leibnizregel) Das Skalarprodukt f - g = > f'g" ist in zg differenzierbar und
1

a(f - 9)(=zg) = g(zg) - df (zg) + f(z0) - dg(=p),

b . .
wobei g(zq) - df (xg) := »_ g"(xg)df* (=) usw.
1

f
diese zwei Funktionen miteinander addieren. Dies ist dann die endgiiltige Losung der (iii) Wenn p = 1 und g(zg) # 0, dann ist der Quotient — in zg differenzierbar und
g

GDG.

charakteristisches Polynom

Wir definieren das charakteristische Polynom der GDG als die Funktion

n—1
PN = A"+ 3 axt = A" fa, 1

=0

AT+ L+ ag.

g(zo)df (zg) — f(=g)dg(zg)
(a(zn))? i

d(f)(zo) =

Falls f in xzg differenzierbar ist und g in f(xzg) differenzierbar ist, dann ist g o f in =g
differenzierbar mit Ableitung

d(g o f)(xg) = dg(f(xg)) o (df (xg)) = dg(f(xg))df(z0) :

Kettenregel

R™ — RY.



Richtungsableitungen

Wir sagen, dass f an der Stelle zg in Richtung v differenzierbar ist genau dann, wenn
die Funktion

g:R—=RP, g(t) := f(zg + tv),

im Punkt t = 0 differenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir die (Richtungs-)Ableitung
von f an der Stelle g in Richtung v als den Vektor

91(0)
dy f(20) := Du f(z0) := g’ (0) := € RP.
9p(0)
Vektorfelder, Gradientenfeld
Sei U C R" offen.

Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung
X :U —R"™.
Sei f € C1(U). Wir definieren das Gradientenfeld von f als
Dy f(=)
Vf:U —=R", Vf(z):=
Dy j(2)
Potential, konservativitat eines Vektorfeldes
Sei U C R" eine offene Teilmenge und X : U — R" ein Vektorfeld.
Ein Potential fiir X ist eine differenzierbare Funktion f : U — R, sodass
af = X.
Das Vektorfeld X heisst konservativ genau dann, wenn es ein Potential besitzt.
Wegintegral
Wir definieren das Wegintegral von X ldngs v als

[x-av = /ab X (7 (1)) - 4(t)dt.
Geschlossenheit eines Weges
Sei U C R™ cine Teilmenge.
Ein Weg ~ : [a, b] — U heisst geschlossen genau dann, wenn ~v(a) = ~v(b).
weg-zusammenhangend, konvex
Sei S C R™.

(i) S heisst weg-zusammenhéngend genau dann, wenn es fir jedes Paar von Punkten
zg,x] € S einen stetigen Weg v : [0, 1] — S von zg nach zq gibt, d. h.
(i) = ¢;, firi=o0,1.

(ii) S heisst konvex genau dann, wenn fiir jedes Paar von Punkten zg,x; € S und jedes
t € [0, 1] gilt:
(t) == (1 — )z + tog € S.

Ct isi der K mittels eines \

(i) Falls X konservativ ist, dann erfiillt es die Integrabilitdtsbedingung

D;x7 = Dle, Vi, j=1,...,n.
(ii) Falls U einfach zusammenhéngend ist und weg-zusammenhéngend und konvex ist, dann
ist X konservativ.

einfach-wegzusammenhingend

Eine Teilmenge S C R™ heisst einfach zusammenhidngend genau dann, wenn S weg-

zusammenhéngend ist und fiir jede stetige Abbildung v : S' — S es eine stetige Ableitung
h:[0,1] x S gibt, sodass

R(0,y) = ~v(v), ¥y € SY, 4/ :=h(1,-): S' = S ist konstant.

Rotation eines Vektorfeldes
(i) Fall n = 2 : Sei U C R? offen und X : U — R? ein differenzierbares Vektorfeld.
Wir definieren die (skalare) Rotation (oder Wirbelstirke) von X als die reellwertige
Funktion
5 1 ox?  axt
rot X :=D1X" — DX = -
azl dz2

:U — R.

(ii) Fall n = 3: Sei U C RS offen und X : U — R3 ein differenzierbares Vektorfeld. Wir
definieren die Rotation von X als das Vektorfeld

Dox?® — Dyx? )
D3X1—D1X3 :U~>R‘5.
D1 X2 - Dyx?t

rot X =V x X :=

hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C’C Umkehrsatz

Seien Ug C R™ offen, k € NU {o0}, f € C’k(Uo,]Rn) und zg € Ug ein Punkt, sodass
D f(xzg) invertierbar ist. Dann gibt es eine offene Umgebung U C U von zq, sodass f(U)
offen ist und die Einschridnkung

Seien U C R™ offen und k € Ng = NU {0}.

Wir nennen jede Funktion f : U — RP 0-mal partiell differenzierbar (keine Bedin-
gung). Ihre (eindeutige) partielle Ableitung O-ter Ordnung ist f. Rekurdiv definieren wir
fiir k € N:

f:U = f(U)
ein Ck—Diffeomorphismus ist.

Eine Funktion f : U — RP heisst k-mal partiell differenzierbar genau dann, wenn
sie (k — 1)-mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen (k — 1)-ter
Ordnung partiell differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung
sind die Funktionen Djg, wobei j € {1,...,n} und g alle partiellen Ableitungen von f
(k — 1)-ter Ordnung durchlauft.

Implizite Funktionen
Wir nehmen an, dass
f(zo,y0) = 0, Dy f(zq,yg) invertierbar ist.
Die folgenden Aussagen gelten:
Wir nennen f k-mal stetig partiell differenzierbar (oder k-mal stetig differenzierbar @ Es gibt offene Umgebungen U von zg und V von yq ind eine Abbildung

oder schlicht C¥) genau dann, wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und ihre partiel- c ctw. vy
len Ableitungen k-ter Ordnung stetig sind. Fir k € No definieren wir die Menge g V)
sodass

ck (U, RP) := (CF(U;RP) := {F : U — RP|fist k-mal stetig partiell differenzierbar}). UxVCW,

Wir nennen f beliebig oft stetig partiell differenzierbar (oder C°° oder glatt) genau dann, ffl(o) N U x V) =gr(g9) = {(z, g(x)) |z € U},

wenn f c¥ ist fir jedes k € Ng.

Dy f(z, g(x)) invertierbar ist, V& € U.
=G h
Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationen Es gilt (gr(2) raph von g)
(ii) Seien U,V und g wie in (i) und @ € U. Dann gilt
D;Djf =D;D;f. )
Dg(x) = —(Dy f(z, 9(2)) " 1 Dg f(x, g()).

Taylorpolynom
L igfaltigkeit des Ki

Wir definieren das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt z als

) . m n
die Funktion Tg , : R — R gegeben durch Seien n € Ng = NU {0}, M C R™ cine Teilmenge, k € NU {co} und d € {0,...,n}.

m Moy, = k Sei wg € M. Wir sagen, dass M um z( eine d-dimensionale C'*-Untermannigfaltigkeit
T¢ . (x) := Z —D;, ---D; f(mO)H(m—x0)~_ n . . n . .
fizo o n Tk 21 Pl 5 des R™ ist genau dann, wenn es eine offene Umgebung U C R von z(, eine Permutation
= = o von {1,...,n}, eine offene Teilmenge V C R?% und eine Funktion f € CF(v,R"¢
7 1 " gibt, sodas;
=f@o)+ > Diyf(=o)(® —w0)iy + - 3 DipDiy Fwo)(® = w0)iy (2 = 20)ig +- -+ (1) ()
i1=1 i1,i2=1 {(= PRERPE )z € MUU} =gr(f) ={(y, f(y))|ly € V}.

. ir nennen eine d-dimensionale -Untermannigfaltigkeit des enau dann, wenn

1 " b b Wi M eine d-di ionale cF.-U igfaltigkeit des R™ g d
ml Z ) im 0 Pig F@o)(@ = 20)iy - =20 iy - M diese Bedingung fiir jedes xg € M erfiillt. In Fall k = oo nennen wir eine solche

Y eeim=

Teilmenge M eine glatte (d-dimensionale) Untermannigfaltigkeit des R".

Taylorformel Es gibt eine Zahl 6 € (0, 1), sodass gilt Immersionen, Einbettungen, Sub i C isierung von L

1 . n . P
ﬁDaf(zg)(w — o). Seien n,p € Ng, k € NU {oo}, U C R™ offen und f : U — RP.

f(x) = T}’fm(z) +
lapha€N:|a|=m+1 ¥

Sei ¢ € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist. Wir sagen, dass f ein Punkt z
Restlied eine Immersion ist genau dann, wenn D f(z) injektiv ist. Wir sagen, dass f im Punkt x
g eine Submersion ist genau dann, wenn f in jedem Punkt eine Immersion / Submersion ist.
;Vlrk(ti.efmleren das Restglied von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xzg als die Wir nennen f eine Ck—Einbcttung genau dann, wenn f injektiv, Ck und eine Immersion
unktion
m m i 1 ig i
—f T . R. ist und f 1: f(U) — U stetig ist.
Rfxg f frwg U7

strikte lokale Extremalstelle Satz von reguliren Wert

Wir nennen z(y eine lokale Minimalstelle von f genau dann, wenn es eine Umgebung V'

n C Das Urbild jedes reguliren Wertes fiir g ist eine C’k—Untermannigfaltigkeit des R der
von z( in U gibt, sodass

Dimension n — p.
fz) = f(zo),

Wir nennen z() eine strikte lokale Minimalstelle von f genau dann, wenn es eine Umge-
bung V von z( in U gibt, sodass

f(x) > f(=g),

Wir nennen z( eine lokale Maximalstelle von f genau dann, wenn es eine Umgebung V'
von z( in U gibt, sodass

Ve € V {zg}.

T i an eine Unter
Tangentialraum
: . 1 s . N
CR™ - : .
Ve € V {zo}. Seien n € Ng, M C R eine C~-Untermannigfaltigkeit und zg € M
Wir definieren TzO M, den Tangentialraum an M in Punkt xg als die Menge

Ty W — R™ :

M := {z(0)|W C R offen, = :
e e v (s0). o {2(0)|W C

f(z) < f(=0),

Wir nennen z( eine strikte lokale Minimalstelle von f genau dann, wenn es eine Umge-
bung V von z( in U gibt, sodass

f(z) < f(=0),

Wir nennen x( eine (strikte) lokale Extremalstelle von f genau dann, wenn g eine (strik-

0€ W,xz(0) = zg, z(t) € M,Vt € W, z differenzierbar in 0}
Wir nennen die Elemente von Ty M Tagentialvektoren an M in Punkt aq.

Ve € V {zg}. Charakterisierung des Tangentialraumes

. . 7 . e d e 1 n—d
te) lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Maximalstelle ist. (i) Seien U C R™ eine offene Umgebung von zg, V C R offen und f € C*(V,R" %) so,
dass
kritischer Punkt MU =er(f) ={(v, FW)ly € V}.
x( heisst kritischer (oder stationrer) Punkt von f genau dann, wenn die Ableitung von ) ) ) 4 m—d . .
7'in @ verschwindet, d. h. Wir bezeichnen die erste Komponente von zg € R x R mit yq. Bs gilt
df (zg) = 0. Ty M = gr(Df(yp))-

Hesse-Matrix d

(ii) Seien V C R® offen, yg € V,U C R" cine offene Umgebung von zg und % : V — R"

Wir definieren die Hesse-Matrix von f im Punkt z( als die quadratische Matrix

Hess ¢ (20) := (DD f(x0))] j=1-

so, dass
“(yp) = xg, Y(V)=MnNnU.
und 9 im Punkt yq eine Immersion ist. Dann gilt

Umkehrsatz, Satz iiber implizite Funktionen, Untermannigfaltigkeit des Koordina- Tyg M = im(D¥(yg))-

tenraums, Tangentialraum

(iii) Seien U C R™ eine offene Umgebung von zg und g : U — ]Rp:n_d so, dass

C k—Diﬂeomnrphismus. Umkehrsatz 1
& MNU=g "(9(z0))-
Eine Abbildung f : U — V heisst C"-Diffeomorphismus genau dann, wenn sie bijektiv
und C¥ ist und ihre Umkehrung C¥ ist. Wir nennen einen C-Diffeomorphismus einen
glatten Diffeomorphismus oder einfach einen Diffeomorphismus. TIO M

und g im Punkt xg eine Submersion ist. Dann gilt

= ker(Dg(z()) = Dg(=g) ™~ 1 (0).



Tangentialabbildung

Wir definieren die Tangentialabbildung (oder Ableitung) von f im Punkt zg als
Df(zq) := DF(zO)\TmoM — Tf(wO)N’

wobei U C R™ eine offene Umgebung von zg und F € c1 (U, RP) ecine Fortsetzung von

flvnu st

kritischer Punkt

Ein Punkt 29 € M heisst kritischer (oder stationérer) Punkt fiir f genau dann, wenn die
Tagentialabbildung von f in @ verschwindet, d. h.

Df(zg) = 0.

Wir schreiben
Crit f := {kritische Punkte fiir f}.

Lagrangefunktion

Wir definieren die Lagrangefunktion fiir (F, g) als die Funktion
Li=Lp,:UxEP 5 R Lz, ) = F(z) - A g(2).

Lagrange-Multiplikationsregel

Wir nehmen an, dass 0 ein regulirer Wert von g ist. Sei @y € U. Dann gilt ¢g € Crit f

genau dann, wenn es ein A € RP gibt, sodass (xzg, A) € Crit L.

Vektorfeld
Kurvenintegral

Eine (eingebettete) CF-Kurve in R” ist eine C¥-Untermannigfaltigkeit des R” der Di-
mension 1.

Sei C C R™ eine kompakte C’l»Kurve.
Bs gilt:
(i) Es gibt ein I € Ng und fiir jedes j = 1, ..., | ein kompaktes Intervall I; positiver Lange
und cine Immersion x; € O1(I;,R™), sodass

1
U = =c
=1
und so, dass die Abbildung

ULd} x Int 1; 5 (G, ) = 2 (1) € ©

J

injektiv ist. (Dabei bezeichnet Int I; das Innere von Ij)

Seien jetzt f
finieren

C — R eine stetige Funktion und ! und (17-,17')]-:1)“.)1. Wir de-

1 .
NN BED M BFEOIENGILE
j=1"1j

(ii) Die Zahl I(f, (Ij,®;);) héngt nicht von (I ab.

3 T3]

Wir definieren das (Kurven-)Integral von f iiber C als
/C Fds = I(f, (Ij,2;);).

Kurvenintegral eines Vektorfeldes

Wir nehmen an, dass C kompakt ist. Wir definieren das (Kurven-)Integral (oder das
Ringintegral oder die Zirkulation) von X iiber C beziiglich T als

/ X-ds::/X-Tds,
c,T c

wobei die rechte Seite das Kurvenintegral der Funktion X - T : C — R bezeichnet.
¥ —Gebiet

Ein (n-dimensionales) Ck—Gebiet ist eine offene Teilmenge U C R™, sodass es fiir jeden
Punkt zg € U eine offene Umgebung U’ von zg und eine C’k»Submersion g : v’ >R
gibt, sodass

9(zg) =0, UNU' =g ((~00,0) = {z € R"[g(z) < 0}.

positive Orientierung des Randes
Sei U C R? ein C! — Gebiet. Wir definieren die positive Orientierung von dU (beziiglich
v),

T.8U — R?,

wie folgt. Seien @y € OU und U’,g wie in der obigen Definition. Wir definieren
T(zg) € TyydU als den cindeutigen Vektor der Linge 1, sodass das (geordnete) Paar

(Vg(z0), T(zg)) eine positive Basis von RZ ist.

Satz von Green

Seien U C JR2 ein beschrinktes Cl-Gebiet und X ein C’l-Vektorfeld auf U. Dann ist das
Integral der Rotation von X iiber U gleich dem Integral von X iiber den Rand von U, d.

h.
/rotha::/ X.ds:/ X - Tds.
U U, T oU

wobei T die positive Orientierung von 8U ist.

Untermannigfaltigkeit mit Rand und Koorientierung einer Hyperfliche
Parametrisierung, Untermannigfaltigkeit am Rand

Eine likale innere C¥.Parametrisierung von M (der Dimension d) ist ein Paar (V, 1),
wobei V C RY eine offene Teilmenge U von R™ mit (V) = M N U gibt. Eine lokale

Cc*.Randparametrisierung von M ist ein Paar (V, %), wobei

d d—1
V CRSg =R x [0, 00).

eine (relativ) offene Teilmenge ist und ¥ : V — R™ eine C*-Einbettung ist, sodass es eine
offene Teilmenge U von R™ mit Y(V) = M N U gibt. Eine lokale Ck-Parametrisierung

von M ist eine lokale innere oder Randparametrisierung vom M der Klasse CF.

‘Wir nennen M eine Ck—Untermannigfaltigkeit der Dimension D mit Rand genau dann,
wenn es fiir jeden Punkt zg € M eine lokale C*-Parametrisierung (V, ) mit zo € (V)
gibt. Sie M eine solche Untermannigfaltigkeit. Wir definieren den intrinsischen Rand von
M als die Menge

—1

oM == J{w(v n ®47L x {0})1(V, %) lokale C* Randparametrisierung von M}.

parametrisierte Untermannigfaltigkeit
Eine (globale) C¥_Parametrisierung von M ist ein Paar (V, %), wobei V C R%
schrinktes offenes CF-Gebiet ist und ¥ : V — R™ eine CF-Einbettung mit Bild M ist.

ein be-

Wir nennen M C R™ eine kompakte (global) parametrisierte Ck-Untermannigfaltigkeit

der Dimension d mit Rand genau dann, wenn es eine globale Ck—l"arametrisierung von
M gibt.

Einheitsnormalvektorfeld

Eine Koorientierung von M (oder ein Einheitsnormalvektorfeld auf M) ist eine Abbildung
v € C(M,R™), sodass

v(z) € Te MY, |Ju(2)]] =1, Ve € M.
induzierte Orientierung
‘Wir definieren Die durch v induzierte Orientierung T von 8% wie folgt. Seien = € 8% und
(V, %) eine lokale C!-Randparametrisierung von 3, deren Bild z enthilt und die positive
Orientierung erfiillt. Wir definieren y := ¢~ 1(z) € V C ]R2>0 und
T(x) := D) s

[1d14(y)

Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand

Fiir jedes f € C(M,R) definieren wir das Riemann-Integral von f (itber M) als
[, taa = 10555,
M

wobei die rechte Seite eine parametrisierbare Untermannigfaltigkeit ist mit einer beliebi-
gen Kollektion (wj, Sj )j' Wir definieren das d-dimensionale Volumen von M als

Vol g (M ::/ 1dA.
d(M) o

Fluss durch Hyperfliche

Wir definieren den Fluss von X durch M beziiglich v als das Integral

/ X - dh = X - vdA,
Jmv Jm

wobei die rechte Seite ein Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand ist.

Der Satz von Stokes in R>

Seien ¥ C R3 eine kompakte CZ»Fliche, v X — R3 eine Koorientierung. U C RS
offene Umgebung von £ und X € ¢l (U, R3). Dann gilt, dass

Xtds:/ X - Tds,
=, T /%

eine

./): (V% X)~dA:/E(V X X) X vdA :./a

wobei T die durch v induzierte Orientierung von 9% ist.
Der Satz von Gauss

Seien U C R™ ein beschrinktes C'-Gebiet und X € C1(U,R™). Dann ist das Integral der
Divergenz von X itber U gleich dem Fluss von X durch den Rand von U, d. h.

/V-Xd,w:/ X-dA:/ X - vdA,
U U, U

wobei v die nach aussen weisende Koorientierung von U ist.

Einfache Geometrieformeln

Fliche/Volumen Umfang/Oberfliche
Kreis A = nr? U =2nr
4
Kugel V= —mr S = anr?
Ellipsoid V = —mabe
Zylinder VvV = 71'7‘2}1 S = 2nrh + 27”‘2
1
Kegel V = —wrh S =nr? 4 wry/h2 4+ 2
3
Tabelle mit i und
d_ d_
da da
) === f@) === F(@)
J f(=)d= J f(@)d=
a1 s L nt
n+1
e o e
1
- log |z (log |z| — 1)
z
cos(x) sin(x) — cos(x)

— sin(x) cos(x) sin(x)
— =1+ tan?(a) tan(z) — log | cos(x)|
cos2(x)

1 ||
logg |z
log(a) - = @ L
log(a) - a® a® —a”
log(a)
@ (log(x) + 1) o
cosh(z) sinh(z)
sinh(z) cosh(z)
1
_ tanh(x) log(cosh(z))
cosh?2 (z)
arcsin(x)

1
V11—
1
7\/1712
1

arccos(x)

arctan (z)

14 x2
1
[ arsinh(z)
'\/:EQ +1
1
_ arcosh(x)
\/ -1
1
_ artanh(z)
1— a2

Bemerkung: Bei Ableitungen mit Logarithmen, sowie den inversen Trigo- und Hyperfunk-
tionen ist der Definitionsbereich eingeschriankt!



Spass mit Integralen

Tangenssubstitution

Ea
Sei t(z) = tan(—) mit @ €] — m, w[. Dann gilt
2

1— t2(x)
cos(z) =
14 t2(x)
2 1
=) = 14 t2(z)

2t(x)
sin(z) =
14 t2(x)
2 t2 ()
sin?(z) = 5
14 t2(x)

Mit dieser Substitution kann man gewisse Trigonometrische Integrale einfacher l6sen.

Riickwartssubstitution

Die Substitutionsregel ldsst sich auch riickwérts durchfiihren. Sei ¢(x) injektiv. Dann gilt:

B e=1(B)
/f(t)dt = /
& o~ 1(a)

fp@@) - ¢ (w)dz

Bei geschickter Wahl der Funktion ¢(z) kann entgegen des ersten Anscheins der Integrand vereinfacht werden.

Tabelle

Bem: Nach Anwendung der Regel ist die Trigo-Identi&t (cos?(z) + sin?(z) = 1) notwendig!

Integral Riicksubstitution

N Y

V1 — t2dt o(x) = sin(z) » 1 (t) = arcsin(¢)

o’ (xz) = cos(z)

2

2
|
o
S
I
&

e
|
=

@(z) = a-sin(z) o 1(t) = arcsin (f)

@(@) = a sin() @ L (t) = arcsin (i)

o' (z) = a - cos(z)

Lp/(w} = a - cos(x)
a

3

1+ t2de o(

°
p o | TR |2
[ V)
-
[ V)
i<
&

R—

= sinh(x) »1(¢) = arsinh(¢)

V2 — 1dt ©(x) = cosh(a) » () = arcosh(t)

o' (z) = cosh(z)

o' (z) = sinh(z)

Integrale iiber eine Periode (Orthogonalititsrelationen)

27
Sei w = — und m, n € N. Dann gelten folgende Relationen:

T
T T
/sin(nwt)dt =0 /cos(nwt)dt =0
0 0
T 0 n#m T 0 n#m
/sin(nwt) sin(mwt)dt = T /cos(nwt) cos(mwt)dt = ¢ T
p — n=m p — n=m
0 2 4]
T

/sin(nwt) cos(mwt)dt = 0
0

Liste von Trigonometrischen Integralen

Man kann diese Integrale normalerweise benutzen bei der Priifung, solange man auf die Identitdt vermerkt. Man setzt dabei einfach die

Integralgrenzen ein, wie man es intuitiv machen wiirde.

/sin2<x)dx _ @ sin(@)cos@)

2

/0052(m)dac _ = +sin(x) cos(x) Lo
2
sinQ(z)

/sin(z) cos(z)de = —— + C

/l sir;2(z) cos(z)dx = i sin” (z) + C
3

" 1 P
/ sin(e) cos? (¢)dz = - cos3(z) + C

4 1
/ sin? (2) cos? (z)de = — (4a — sin(4z)) + C
32

/arccos(w)dz = x - arccos(z) — /1 —z2 + C

1 sin (z)
/ de = 1In | I+cC
sin (z) cos (z) + 1
1 — cos ()
/ dz = In | | +cC
cos () sin (z) — 1
1
/ de = In | sin(z)| + C
tangz)
/ do = tan(x) 4+ C
cos?2(z)
. 1 1
/ - da=-——4C
sin2 (z) tan (z)

arcsin(z)de = x - arcsin(z) + /1 — 22 + C

1
arctan(z)de = = - arctan(z) — — In |22 + 1| + C
2

2 4 27 4 37
/ cos? (t)dt = / sint(t)dt = —
0 . 4

0,

“rem o 27 o
/ cos2 (¢)dt :/ sin(t)dt = =
0

0
27
/0 sin(t) cos(¢)dt = 0

[V
3

S~ |~

o

27
cos3 (¢)dt = / sin® (¢)dt = 0
o

o\m
3

sin(t) cos? (¢)dt = /027r cos(t) sin? (t)dt = 0

Tabelle von ausgewerteten Integralen

Mit der Begriindung ”Symmetrie” ist es normalerweise erlaubt die Nullintegrale der Tabelle zu benutzen.

Den Rest der Tabelle wiirde ich nur zur Uberpriifung der Resultate an der Priifung verwenden. Denke nicht, dass es Piinkte gibt, wenn

man direkt das Resultat schreibt.

Funktion:

Integralgrenzen:

us jus
/4 /2
0 Jo

sin(x)
sin? ()

sin® ()
cos(z)

cos? ()
cos? (x)

sin - cos ()
sin? - cos(x)

sin - 0052(1)

V2 -1
— 1
2 ™
8 4
8 —5V2 2
12 3
2 !
2
2% %

(=]
=
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